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MODALITES D’PEXAMEN

» Le controle continu (CC)
Il est constitué de deux épreuves écrites organisées en TD. Le premier CC a lieu lors de la cinquiéme
semaine de TD, tandis que le deuxieme a lieu la derniere semaine.

» Le controle terminal (CT)
Il s’agit d’une épreuve écrite de 2h, organisée en amphi.
La note finale est calculée suivant la formule NF=(CC + 2CT)/3.

» La session de rattrapage
Il s’agit d’une épreuve écrite de 2h qui se déroule dans les mémes conditions que celles de I’examen de
premiere session.






RESUME DE COURS

1 Structure d’espace vectoriel

L’objet de ce chapitre est de définir ce qu’on entend par structure d’espace vectoriel et d’introduire les notions

classiques de l’algebre linéaire.
1.1 Espace R" et sous-espace vectoriel
Définition
On note par R™ I’ensemble

R":=RxRx---xR.

—_———
n fois
Un élément de R™ est donc de la forme
T = (xl,l‘g,...,l‘n)

ol les composantes de &, c’est-a-dire les x;, 1 < i < n, sont des nombres réels.

SiZ=(x1,22,...,%,) €t ¥ = (y1,¥2,-..,Yn) sont deux vecteurs de R™ et X\ est un scalaire, on définit la somme
de 7 et ¥ et le produit de & par le scalaire A en posant respectivement

f+g = (x1+y17x2+y27"':‘rn+yn)
AXZT = (Axy, Aza, ..., Azy).
Le vecteur nul de R" est 0 = (0,0,...,0). On montre facilement que ces opérations vérifient les propriétés
suivantes :
(EV1): (Z+9) +Z2=24 (§+2) VE 1y zeR"
(EV2): Z4+y=y+72 V Z,yeR”

(EV3): Pour tout & € R" on a

F+0=0+7=7

—

(EV4): Pour tout & € R”, il existe un vecteur noté (—x) tel que

- —

f+(—x):(—x)+f:6

(EVE): A+ ) XZ=AXT+ux= VA, € R, Vr € R"
(EV6): A x (F+7) =Ax &+ \x i VA€ R, Va,y € R
(EV7): Ax (px@)=Ap) x & VA, ueR, Vo € R?
(EVS): 1x&=4 Vz € R™

Pour simplifier les notations, on ne marque pas le signe x pour indiquer 'action de I'opération multiplication
et sauf §’il y a risque de confusion, on supprime la fléche sur les vecteurs.

Définition
Les axiomes (EV1)-(EVS) définissent sur R™ une structure d’espace vectoriel. On dit que R™ est un espace
vectoriel sur R.




Définition (sous-espace vectoriel)

On appelle sous-espace vectoriel (sev) de R™, une partie F' C R™ vérifiant les propriétés

1. 0€F.
2. x+y€eF,Ve,ye F (stabilité pour 'addition)

3. eF,VNeR VaeeF (stabilité pour la multiplication par les scalaires).

Exemple.
On vérifie facilement que le sous-ensemble

F = {(xl,fEQ,.’bg) € RS; T+ 229 — 3 = 0}

est un sous-espace vectoriel de R®. Géométriquement, F' définit un plan passant par I'origine (0,0,0). Remar-
quons que ’ensemble
G = {(x1,29,23) € R?; 21 + 2wy — 23 = 1}

est encore un plan, mais il ne passe pas par l'origine, de sorte que ce n’est pas un sous-espace vectoriel de R3.
L’ensemble G se déduit de F' par translation, on dit qu’il s’agit d’un sous-espace affine (c’est un plan affine).

Exemple.
On vérifie facilement que le sous-ensemble

H= {/\1(1, 1, 1) + /\2(0, 1, —1), A1, Ao € R}
est un sous-espace vectoriel de R3. Géométriquement, H est le plan dirigé par les vecteurs (1,1,1) et (0,1, —1).

1.2 Concepts fondamentaux

Définition (combinaison linéaire de vecteurs)

Soit S = {vh,Va,...,U} une famille de k vecteurs de R™. On appelle combinaison linéaire des vecteurs de
S toute expression du type

ou les \; sont des scalaires quelconques.

Définition (sous-espace vectoriel engendré)

Soit A une partie de R™. On appelle sous-espace vectoriel engendré par A le sous espace vectoriel

wau@:{E}mmMeR7@eAﬂneW}

i=1

constitué de toutes les combinaisons linéaires possibles des vecteurs de A.

Exemple. L’espace vectoriel H défini dans la section précédente n’est autre que le sous-espace vectoriel
engendré par A = {(1,1,1),(0,1,-1)}

H = Vect {(1,1,1), (0,1, -1)}.

Définition (famille liée)

On dit qu’une famille S = {01, s, ..., 0} de k vecteurs de R™ est liée (ou encore que les vecteurs de S sont
linéairement dépendants) s’il existe des scalaires \1, A2, ..., Ax non tous nuls tels que
k
> At =0
i=1




De fagon équivalente, la famille S = {07, 05, ..., Uk} est liée si et seulement si I'un des vecteurs ¥; est combinaison
linéaire des autres.

Exemple. Supposons que la famille S ne contienne qu'un seul vecteur . Alors
S = {T} est liée si et seulement si 7 = 0.
Exemple. Supposons que la famille S contienne deux vecteurs v et v5. Alors
S = {01, V2 } est liée si et seulement si ¥ et U2 sont colinéaires.

Définition (famille libre)

On dit qu’une famille S = {¥,s,...,Ux} de k vecteurs de R™ est libre (ou encore que les vecteurs de S
sont lindairement indépendants) si elle n’est pas liée.

11 résulte de la définition que la famille S = {7y, ¥, ..., T} est libre si et seulement si

k
Z)\ﬂ_)} 0= XN=0 pour tout ¢ =1,2,..., k.
i=1
Exemple. Considérons les vecteurs o7 = (1,1,1), 02 = (0,1,—1), v5 = (2,1,0) et ¥4 = (1,—1,3).
. La famille S; = {1, 72} est libre dans R? car ¥ et ¥ ne sont pas colinéaires.

. La famille Sy = {¥1, U, U3} est également libre. On le vérifie facilement en utilisant la caractérisation
ci-dessus.

. La famille S3 = {#}, 75, U4} n’est pas libre. Les vecteurs v;, U2 et ¥4 sont en effet liés par la relation
Uy = U1 — 20s.

Définition (rang d’une famille)

On appelle rang d’une famille S = {¥,Va,...,U;} de k vecteurs de R™ le nombre r maximal de vecteurs
indépendants que l'on peut extraire de cette famille. On note r = rg (.5).

11 découle immédiatement de la définition que rg (S) < card(S), ot card(S) désigne le nombre d’éléments de S.
De plus, rg (S) = card(S) si et seulement si S est libre.

Exemple. En reprenant ’exemple précédent, on voit que rg (S1) = 2, rg (S2) = 3 et rg (S3) = 2.

Un autre concept important est celui de famille génératrice.

Définition (famille génératrice)

On dit qu’une famille S = {0y, Vs, ..., 0} de k vecteurs d’un sous-espace vectoriel V de R™ est génératrice
de V si tout vecteur & € V' peut s’écrire comme une combinaison linéaire des vecteurs de S.

On peut donc dire que V est le sous-espace vectoriel engendré par S, c’est-a-dire V' = Vect (.5).
Introduisons a présent le concept fondamental de base.

Définition (base)

On appelle base d’un sous-espace vectoriel V de R™ toute famille 3 libre et génératrice de V.

Définition (base canonique de R™)

On appelle base canonique de R"™ la famille § = {€},é5,...,6,} dont les vecteurs €; sont donnés par
e; =(1,0,...,0), & =(0,1,0,...,0), ... , &, = (0,0,...,1).

Proposition (existence et unicité de la décomposition dans une base)




Soit V' un sous-espace vectoriel de R™ et § = {4, s,...,U} une base de V. Alors tout vecteur ¥ € V
s’écrit de fagon unique comme combinaison linéaire des vecteurs de (. Il existe donc des scalaires x; uniques,
appelés composantes (ou encore coordonnées) de T dans la base 3, tels que

k
i=1

Il est d’usage de regrouper les composantes d’un vecteur Z dans une base sous forme d’un wvecteur-colonne et
d’écrire

I
T2
= .
Tk
bien que cette notation, qui consiste & identifier un vecteur ¥ € V avec le vecteur & = (1,22, ...,7) € RF

puisse préter a confusion. On verra dans le chapitre suivant 'intérét de mettre les z; en colonne et donc de les
voir comme un vecteur-colonne.

Avant de définir le concept de dimension, nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme
Soit V' un sous-espace vectoriel de R™. Si L = {¥},7s,...,7,} est une famille libre de vecteurs de V et si
G = {W,Ws, ..., Wy} est une famille génératrice de V, alors p < m.

Théoréme (de la dimension)

Soit V' un sous-espace vectoriel de R™. Toutes les bases de V' ont le méme nombre de vecteurs. Ce nombre
s’appelle la dimension de V et se note dim V.

Puisque la base canonique de R™ contient n éléments, on voit que dimR™ = n.

Théoréme

Soit V' un sous-espace vectoriel de R™ tel que dimV = k.
. Toute famille libre de V' comporte au plus k vecteurs.

. Une famille libre de V' qui comporte k vecteurs est une base de V.

Théoréme

Soit V' un sous-espace vectoriel de R™ tel que dimV = k.
. Toute famille génératrice de V' comporte au moins k vecteurs.

. Une famille génératrice de V' qui comporte k vecteurs est une base de V.

Théoréme (de la base incompléte)

Soit V' un sous-espace vectoriel de R"™ tel que dimV = k. Soit L = {#,¥s,...,U,} une famille libre
de p vecteurs de V. Alors il existe k — p vecteurs Wpy1, Wpt2, ..., Wy de V tels que la famille § =
{Vh,Ts, ..., Uy, Wpt1,..., Wk} soit une base de V.

Le théoreme suivant permet de faire le lien entre les notions de rang et de dimension.

Théoreme (rang et dimension)

Le rang d’une famille S = {01, ¥, ..., U, } de p vecteurs de R™ est égal a la dimension du sous-espace vectoriel
engendré par S
rg (S) = dim(Vect(S5)).

La proposition suivante donne des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une famille de vecteurs soit libre
ou génératrice.



Proposition (Caractérisations a l’aide du rang)

Soit V' un sous-espace vectoriel de R™ et soit S une famille de p vecteurs de V. Alors on a :

. 1g (S) < card(S) et de plus
rg (S) = card(S) <« S libre.

. g (S) < dim(V) et de plus

rg (S) =dim(V) <& S génératrice de V.

Nous allons maintenant développer une technique tres efficace pour obtenir le rang d’une famille.

Définition (vecteurs échelonnés)

Soit S = {t1,Vs,...,U,} une famille de p vecteurs de R™. Pour tout vecteur ¥; non nul de la famille
S, on note j; l'indice de sa premiére composante non nulle dans une base f de R™, c’est-a-dire que
v = (0,--- 0,0, 50 ,0,..), avec v;,; # 0. On dit que la famille S est échelonnée relativement a (3
s’il existe un entier v < p tel que :

» la suite (j;)1<i<r SoOit strictement croissante,

» sir <p,onaitv; =0 pourr <i<p.

Un exemple de vecteurs échelonnés (mis en colonnes) est donné par

1 00 0 0
2 3 0 00
-1 6 0 0 O
3 71 00
4 8 2 3 0

Les indices des premieéres composantes non nulles des quatre premieres colonnes sont respectivement j; = 1,
jo =2, 793 =4det js =5 p=>5etr =4 Les vecteurs sont échelonnés car les indices forment une suite
strictement croissante. L’intérét d’avoir des vecteurs échelonnés est donné par le résultat suivant.

Lemme (rang d’une famille échelonnée)

Soit V' un sous-espace vectoriel de R™, § une base de V et S = {01,5,...,0,} une famille échelonnée
relativement a B de p vecteurs de V. Alors

rg (S) =r, our désigne le nombre de vecteurs non nuls de S.

En particulier, si tous les vecteurs de S sont non nuls, alors S est libre.

Lorsque des vecteurs ne sont pas échelonnés, on peut les échelonner via les transformations suivantes.

Lemme (transformation d’une famille par combinaisons)

Soit S = {¥h,¥a,...,T,} une famille de p vecteurs de R"™ et S = {t4,...,Ti—1,W;, Tit1,...,Up} la famille
obtenue en remplagant le vecteur ¥; de S par une combinaison linéaire W; = a1U; + -+ + o U; + - - + V)
des vecteurs de S avec o # 0. Alors on a les propriétés suivantes:

S libre < S libre

Vect (S) = Vect (S)

g (S) = rg(9).

Dans I'exemple suivant, on va montrer le role que joue 1’échelonnement dans le calcul du rang d’une famille.
Prenons la famille



qui n’est pas échelonnée. En multipliant la seconde colonne par 2 et en soustrayant la premiere colonne on
obtient la famille de méme rang

— o N

W NN O
|

—

— = NN

Par combinaison des colonnes 3 et 1, puis des colonnes 4 et 1 on obtient

20 0 2 20 0 0
42 —2 2 42 -2 -2
7 62 -8 1 6 2 -8 -5
13 3 -1 13 3 0

Ensuite par combinaison des colonnes 3 et 2, puis des colonnes 4 et 2 on obtient

20 0 0 20 0 0
42 0 -2 42 0 0
— 6 2 -6 -5 6 2 -6 -3
13 6 0 13 6 3

20 00
4 2 0 0
6 2 —6 0
-1 3 6 0

La famille ainsi obtenue est échelonnée. La derniere colonne étant nulle, elle est de rang 3. Les transformations
ayant préservé le rang, la famille {¢, ¢, @5, Cy} est donc de rang 3.
De plus, en reconstituant les transformations ayant conduit a obtenir un vecteur nul dans la derniére colonne
on obtient .
2[(@— 1)+ (262 — &) — [(285 — ¢1) + (262 — &1)] = 0,
soit encore
Gi— G +8—c=0,

ce qui permet d’expliciter la relation linéaire qui lie les vecteurs ¢;.

1.3 Passage d’une écriture vectorielle a une écriture en équations et réciproquement

Pour mettre en équations le sous-espace vectoriel engendré par la famille S = {7y, ¥, ..., U}, nous utiliserons
le résultat suivant :
Lemme

Soit S = {¥,¥a,...,U} une famille de k vecteurs de R™. Alors

Z € Vect (S) si et seulement si rg (S) =rg ({th, ¥, ..., Uk, T}).

1l suffit alors d’échelonner la famille {¥1,s,...,0, &} ol ¥ représente le vecteur courant du sous-espace
vectoriel, et d’écrire la (les) condition(s) sur les composantes de & qui assurent que rg {0, va,...,0p} =
rg {1717172, - 7Uk,f}.

Par exemple, considérons le sous-espace vectoriel V := Vect{(1,—1,1,1),(0,1,2,1)} de R*. Pour mettre V sous
forme d’équations, on utilise I’argument suivant :

(21,2, 23,24) € V siet seulement si les familles {(1,—1,1,1),(0,1,2, 1)} et {(1,-1,1,1),(0,1,2,1), (z1, 22, x3,74) }
possédent le méme rang. La famille 8 = {(1,—1,1,1),(0,1,2,1)} est échelonnée, donc son rang est égal a deux,
et par suite le rang de la famille {(1,—1,1,1),(0,1,2,1), (1, x2,x3,24)} est aussi égal & deux.

Ecrivons la derniere famille en colonnes:

1 0 1
-1 1 o
2 xr3

1 1 Tq

Si on multiplie la premieére colonne par x; et on la retranche a la derniére, on obtient



1 0 0
-1 1 z9+4+2x1
1 2 Tr3 — I1
1 1 X4 — I
Si on multiplie cette fois-ci la deuxieme colonne par x; + x2 et on la retranche a la derniere, on obtient
1 0 0
-1 1 0
1 2 Tr3 — 3331 — 25(:2
1 1 T4 — 21‘1 — X2

Comme le rang de la famille est égal a deux, on obtient les équations
T3 —3x1 — 220 =0et x4 — 227 — 29 = 0.
Ainsi
V = {(x1, 20,23, 74) € R : 23 — 321 — 229 = 0, 24 — 227 — 25 = 0}.
Montrons inversement comment 1’on passe de ’écriture en équations ci-dessus & une écriture vectorielle. On a

V = {(z1,29,23,24) € R*: 25 = 321 + 229, 14 = 221 + Zo}
= {(x1,x9,3x1 + 222,221 + 22), 1 € R, 25 € R}
= {21(1,0,3,2) + 22(0,1,2,1), 21 € R, 25 € R}
= Vect{(1,0,3,2),(0,1,2,1)}.

Remarque Notons qu’on a choisi z; et x5 comme parametres. Un autre choix aurait conduit a une autre
famille génératrice de V.




2 Matrices

2.1 L’espace vectoriel des matrices m x n
On entend par matrice de format (ou de taille) m x n a coeflicients réels toute application
A:A{L2,...,m} x{1,2,...,n} > R.

Une matrice est donc une application dont le domaine de définition est tres particulier. Pour cette raison et
aussi pour des raisons de commodité d’écriture, on note a,; 'image du couple (4, j) et on dispose les mn nombres

réels a;;, 1 =1,2,...,m, j =1,2,...,n sous forme d’un tableau
air a2 QA1in
a1 a2 a2p,
A =
Am1 Am?2 cee Qmn

a m lignes et n colonnes. On observera que les valeurs de A, on dit aussi les coefficients de A, sont notées avec
deux indices, le premier indice 7 faisant référence au numéro de ligne et le second indice 7 au numéro de colonne
de la matrice. Si la matrice est carrée, c’est-a-dire si m = n, on dit simplement que la matrice est d’ordre n.

Définition (trace d’une matrice)

Soit A une matrice carrée d’ordre n. On appelle trace de A la somme de ses termes diagonaux, c¢’est-a-dire
la quantité
tr A:=a11 +as+ -+ ann-

Définition (matrices particuliéres)

Si A est une matrice carrée d’ordre n, on dit que A est
1. diagonale si a;; = 0 pour tout i # j,

2. triangulaire supérieure (resp. inférieure) si a;; = 0 pour tout i > j (resp. pour tout i < j).

Soient A et B deux matrices de format m x n (donc de méme taille)

a1 a2 ... Qin b1 b1z ... bin

Q21 Q22 ... Q2n bor  baa ... bop
A= . . ) . et B=

aAm1 Am2 ... GOGmn bmi bm2 ... bmn

et A un scalaire, on définit la somme de A et B et le produit de A par A comme suit

ail + b11 a2 + b12 N a1n + bln )\an )\(112 . )\aln

a21 +ba1  aso+ba ... asy +ba, Aazr  Aagz ... Adgn
A+B= : . . : et AM=1 . :

am1 + bml ama + me ce Qmp Tt bmn )\aml AamQ e )\amn

L’ensemble M(m,n) des matrices de format m x n a coefficients réels, muni de ces deux opérations, est un
espace vectoriel sur R. Soit M;; la matrice de format m x n, dont tous les coefficients sont nuls sauf celui de la
¢ ligne et de la j¢ colonne qui est égal a 1

colonne j
3
0O ... 0 ... 0
My=10 ... 1 ... 0 +— ligne ¢
0O ... 0 ... 0

On vérifie aisément que la famille {M;; , 1 <i<m et 1 < j <n} est une base de M(m,n). L’espace vectoriel
M(m,n) est donc de dimension mn.



Définition (produit matriciel)

Si A est une matrice de format m X n et B une matrice de format n X p, on définit le produit de A par B
(attention a Iordre) comme étant la matrice C' de format m x p dont le coefficient c;; sur la iéme ligne et la

jéme colonne est donné par
n
Cij = E aikbkj.
k=1

On note C := AB.

On observera que le coefficient ¢;; est simplement obtenu en effectuant le produit scalaire euclidien de la ieme
ligne de A et la jéeme colonne de B. Cela suggere pour effectuer les calculs de facon pratique de disposer les
matrices de la fagon suivante.

bll e blj A blp
b21 A bgj A bgp
T R
ail ai12 . A1n C11 .o \l, AP Cip
a;1 a;2 oo Qip — — Cij
Adm1 Am2 ... Qmn Cml - Cmi <. Cmp

On doit tout de suite mettre en garde sur 'ordre a respecter dans un produit matriciel. En général on a
AB # BA. Par exemple, si on prend

(1) ()
AB:(_Ol g’) BA:(é _01>

On voit que AB # BA. On dit alors que les matrices A et B ne commutent pas.

alors

Proposition (propriétés usuelles du produit matriciel)

Si A, B et C désignent trois matrices, sous réserve de compatibilité entre leur format, on a les relations
suivantes:

1. A(BC)=(AB)C,
2. A(B+C)=AB+AC,
3. (A+B)C=AC+BC.

2.2 Image, noyau et théoreme du rang

Définition (rang d’une matrice)

Soit A une matrice de format m x n. On appelle rang de A et on note rg A le rang des colonnes Ay, --- , A,
de A.

On a toujours rg A < m et rg A < n, d’ott rg A < min(m,n).

Définition (rang mazximal)

Soit A une matrice de format m x n. La matrice A est dite de rang maximal si rg A = min(m,n). |

Définition (noyau)




Soit A une matrice de format m x n. On appelle noyau de A le sous-espace vectoriel de R™ défini par

KerA={xz € R": Az =0}.

Définition (image)

Soit A une matrice de format m x n. On appelle image de A le sous-espace vectoriel de R™ défini par

ImA = {Az; z € R"}.

On peut donner une relation entre ImA et les colonnes de A.

Proposition
Soit A une matrice de format m x n dont les colonnes sont désignées par Ay,--- , A,. Alors

ImA = Vect{Ay,--- ,Ap}.

Il suit de cette proposition que
dim(ImA) = rg A.

Théoreme (théoréme du rang ou des dimensions)

Soit A une matrice de format m x n. Alors

n =rg A+ dim(kerA).

2.3 Transposition des matrices

Définition (transposée d’une matrice)

Soit A une matrice de format m x n. On appelle transposée de A la matrice de format n x m, notée AT (ou
encore A’ par les statisticiens et les économétres), et définie par

Proposition (propriétés de la transposition)

Si A et B désignent deux matrices et si x et y désignent des vecteurs colonnes, sous réserve (si nécessaire)
de compatibilité de leur format, on a:

1. (AT = 4,

2. (A+B)T = AT + BT,

3. (AA)T = XAT|

4. (AB)T = BT AT,

5. 18 A=1g AT,

6. (Az,y) = (z, ATy). (.,.) désigne le produit scalaire euclidien.

Définition (matrice symétrique)

Soit A une matrice carrée d’ordre n. On dit que A est symétrique si A = AT. Ceci revient & dire que

ajj = a;; pourtout 1<i<n, 1<j<n.

Définition (matrice semi-définie positive)

10



Soit A une matrice carrée d’ordre n.

. On dit que A est semi-définie positive si on a

(Az,x) > 0 pour tout x € R",

ot (., .) est le produit scalaire euclidien. Si’inégalité est renversée, on dit que A est semi-définie négative|

. On dit que A est définie positive si on a
(Az,z) > 0 pour tout z # 0.

Si 'inégalité est renversée, on dit que A est définie négative.

2.4 Inversion des matrices carrées

Soit I,, la matrice identité d’ordre n définie par

1 0 0
|01

S

0 0 1

Cette matrice est neutre pour le produit matriciel : pour toute matrice carrée A d’ordre n, on a Al, = I,,A = A.

Définition (inverse d’une matrice)

Soit A une matrice carrée d’ordre n. A est dite inversible s’il existe une matrice carrée B d’ordre n telle que
AB =BA=1,.

Si B existe, B est unique et on note B = A~'. On dit que A™! est la matrice inverse de A.

Proposition (propriétés des matrices inversibles)

1) Si A est une matrice carrée d’ordre n, alors on a
A inversible <= ker A = {0} <= rg (4) =n < ImA =R".
2) Si deux matrices A et B d’ordre n sont inversibles, il en est de méme de leur produit AB et on a

(AB)™' =pB~1A~%

D’un point de vue pratique, le calcul de I'inverse d’'une matrice carrée A se rameéne a la résolution du systéme
linéaire Ax =y, d’inconnue = € R". Ceci résulte en effet de I’équivalence

Az =y <= z=A1y.

2.5 Systemes linéaires
On appelle systeme linéaire un systéme de p équations a n inconnues de la forme

1121 + a12x2 + - -+ a1y, = by
. =)
(5)q MmO G =

p1T1 + apaZo + -+ + AppTy = by

ot les a;; et les b; sont des scalaires et les x; sont les inconnues.

Les a;; définissent une matrice A de format p x n (la matrice du systeéme) dont les colonnes seront notées A;.
Les b; définissent un vecteur b € R? (le second membre du systéme). On peut regrouper les inconnues en un
vecteur & = (x1, 2, ...,2,) de R ce qui permet d’écrire le systéme linéaire sous la forme matricielle

n
Ax =10 ou encore E zjA; =b.
j=1
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Résoudre le systeme linéaire consiste a expliciter ’ensemble
S ={xeR"; Ax =10}

(éventuellement vide) constitué de tous les z (s’il en existe) dont les composantes x; vérifient simultanément les
p équations.

Définition (systéme homogéne)

Lorsque les b; sont tous nuls, on dit que le systéeme (S) est homogéne.

Au systéme linéaire (S) Az = b, on peut donc associer le systéeme homogene Az = 0. L’ensemble des solutions
de ce systéme homogene coincide avec kerA (le noyau de A).

Définition (compatibilité)

On dit que le systéme (S) est compatible si I’ensemble S de ses solutions est non vide.

On note que
S#0) <= belmA.

Proposition (structure de l’ensemble des solutions)

e [’ensemble ker A des solutions du systéme homogéne est un sous-espace vectoriel de R™.

e Siu et v sont solutions du systéme linéaire (S), alors u — v € ker A.

e Si x( est solution de (S), alors I'ensemble S des solutions du systéme (S) s’obtient en ajoutant a xg
Pensemble des solutions du systéme homogeéne associé, c’est-a-dire

S = x¢ + ker A.
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3 Déterminants

3.1 Notion de déterminant

Définition (formes n-linéaires alternées)

Soit f: R™ x R™ x ... x R™ — R une application. On dit que f est une forme n-linéaire alternée sur R™ si

n fois
elle vérifie les propriétés suivantes :

1. lapplication Z; — f(&1,...,%i,...,%,) est linéaire (pour tout i)

2 f(Frye o Ty T Bn) = = (e By Ty E).

Le terme n-linéaire signifie que la fonction est linéaire relativement a chacune de ses variables, quant au terme
alterné, il signifie que f change de signe quand on échange la place de deux des Zj en laissant fixes les autres.

On note F ’ensemble des formes n-linéaires alternées sur R™. Il est facile de voir que F est un espace vectoriel.
On peut en effet vérifier que la somme de deux formes f et g qui sont n-linéaires est bien une forme n-linéaire et
qu’elle est alternée des que f et g le sont. De méme, le produit d’une forme n-linéaire alternée par un scalaire
est une forme n-linéaire alternée. L’ensemble F n’est pas vide car il contient la forme identiquement nulle. En
fait, F est de dimension 1, donc toutes les formes n-linéaires alternées non triviales sont colinéaires. Avant de
justifier cette affirmation, donnons quelques propriétés qui découlent immédiatement de la définition.

Proposition (propriétés des formes n-linéaires alternées)

Soit ¢ une forme n-linéaire alternée sur R™. Alors
1. ¢ est nulle sur toute famille de n vecteurs dont deux sont égaux.
2. ¢ est nulle sur toute famille de n vecteurs liés.

3. On ne change pas la valeur de ¢ en ajoutant a I'un des vecteurs ¥; une combinaison linéaire des autres.

Pour commencer, étudions les formes 2-linéaires alternées sur R2. Considérons deux vecteurs & et & et la base
canonique 3 = {€1,é} de R?. Dans cette base, ¥ et & se décomposent sous la forme

Z1 =a11€1 +ag1€y et Ty = a12€1 + G226

et on peut les voir comme des vecteurs colonnes

N a N a
i = 11 ot iy = 12
az1 a22

qui sont en fait les colonnes de la matrice A définie par les a;;. S’il existe une forme 2-linéaire alternée ¢ sur
R2, en utilisant la linéarité de ¢ par rapport & chacune des deux variables on doit avoir

@(51752) = 1111(11290(51,51)+a11a22<,0(51,€2)

+ a210120(€2, €1) + a21a220(2, €2).
Comme ¢ est alternée, on a ¢(€1,€1) = (€, €3) = 0 et (€2, e1) = —p(€1, ez) d’on
o(1,%2) = [a11a22 — az1a12] (€1, &)

ce qui montre que @ est entierement déterminée par la valeur de ¢(€7, ). On définit le déterminant des vecteurs
Z1, ¥ comme 'unique forme ¢ telle que (€1, &) = 1. On obtient alors

det(Z1, 2) = ar1a22 — ag1a12.

Le déterminant det(A) d’une matrice carrée A d’ordre 2 est par définition le déterminant de ses deux vecteurs
colonnes. Si A = [a;}], la valeur de det(A) est donnée par I'expression ci-dessus.

Passons au cas de la dimension 3 et considérons des vecteurs &1, Zo, ¥3 et la base canonique § = {é1,é5,€3} de
R3. Dans cette base, ces vecteurs se décomposent sous la forme

3
Tj = E Qij€4.
=1
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S'il existe une forme 3-linéaire alternée ¢ sur R3, en utilisant la linéarité de ¢ par rapport aux diverses variables
on aura

3 3 3
o(&1, e, T3) = E E E Uiy 10i,203,30(E5,, €5y €5
i1=1is=11i3=1

La quantité (€, , €;,, €i,) étant nulle dés que deux des variables sont égales, les seuls termes non nuls sont ceux
pour lesquels les indices i1, is et i3 sont distincts deux a deux et il y en a exactement 3! = 6 donnés par le
tableau suivant

1w 11 2 2 3 3
i 2 3 1 3 1 2
i3 3 2 3 1 2 1

Comme ¢ est alternée, la quantité ¢(&;,, €;,, €;,) est, au signe pres, égale & (€7, €3, €3), le signe étant fonction
du nombre de fois qu’il faut échanger de place deux des €; pour rétablir I'ordre naturel des entiers. On a par
exemple

Lp(é’g,é'g, 51) = - (p(é&, 53, 62) échange 51 <~ 52

= + p(€é1,Es,€3) échange €5 <> €3
Apres calcul, on obtient
(¥1, To, T3) = [a11a22a33 + (21032013 + A31012023 — G11032023 — 421012033 — a31a22a13} ©(€1,€2,€3),

ce qui montre que @ est entierement déterminée par la valeur de ¢(€1, €3, €3). On définit le déterminant des
vecteurs &1, Tp et &3 comme étant 'unique forme 3-linéaire alternée ¢ telle que ¢(€7, €s,€3) = 1. Il en résulte
que

det(fh fz, fg) = 11022033 + 21032013 + 31012023 — 0110432023 — 021012033 — A31022013-

Le déterminant det(A) d’une matrice carrée A d’ordre 3 est par définition le déterminant de ses 3 vecteurs
colonnes. Si A = [a;;], la valeur de det(A) est donnée par I'expression ci-dessus.

D’un point de vue pratique, un moyen commode d’organiser les calculs du déterminant d’une matrice d’ordre 3,
connu sous le nom de regle de Sarrus, consiste a recopier en dessous de la matrice les deux premieres lignes
et a effectuer le produit des termes en diagonale. Puis on retranche la somme des diagonales montantes aux
diagonales descendantes.

aix aiz2 ais
a21 Q22 @23
azi1 azz2 ass

e a2 aiz | N\
| a2 aze azs | N\
e hN
2 1 1
AvecA=| 4 3 2 on obtient
6 4 -1
2 1 1
4 3 2
6 4 -1
2 1 1
< 4 3 2 >
8 N -6
6 v o1 N 16
—4 12
=30 =22
det A =22 —30
donc det A = —8. Malheureusement cette regle ne se généralise pas pour une matrice d’ordre supérieur a 3.
Donnons maintenant la définition du déterminant d’une famille de n vecteurs de R™. Soit 8 = {e1, - ,e,} la

base canonique de R".
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Définition (déterminant)

On appelle déterminant d’une famille de n vecteurs de R™ I'unique forme n-linéaire alternée qui prend la
valeur 1 sur le n-uplet (e1,--- ,e,). Si A est une matrice carrée d’ordre n, on appelle déterminant de A, et
on note det A ou encore |A|, le déterminant des colonnes de A.

Les propositions suivantes rassemblent les propriétés usuelles du déterminant énoncées, par commodité, unique-
ment en termes de déterminant de matrice.

Proposition (propriétés du déterminant vis-a-vis des colonnes)

1. Le déterminant d’une matrice change de signe si on permute 2 colonnes.
2. Le déterminant d’une matrice dont deux colonnes sont égales est nul.

3. Le déterminant d’une matrice dont les colonnes sont liées est nul.
4

. Le déterminant d’une matrice n’est pas modifié si on ajoute a une colonne une combinaison linéaire
des autres colonnes.

Proposition (déterminant de la transposée)

Pour toute matrice carrée A, on a det(AT) = det(A).

Proposition (propriétés du déterminant vis-a-vis des lignes)

1. Le déterminant d’une matrice change de signe si on permute 2 lignes.
2. Le déterminant d’une matrice dont deux lignes sont égales est nul.

3. Le déterminant d’une matrice dont les lignes sont liées est nul.
4

. Le déterminant d’une matrice n’est pas modifié si on ajoute a une ligne une combinaison linéaire des
autres lignes.

Proposition (déterminant d’un produit)

Pour toutes matrices carrées A et B, on a det(AB) = det(A) det(B).

Proposition (déterminant et inversibilité)

Soit A une matrice carrée. Alors A est inversible si et seulement si det A # 0. On a alors det(A™1) =
1/ det(A).

3.2 Développement suivant une colonne ou une ligne

Cette section a pour but d’établir une méthode effective de calcul du déterminant d’une matrice carrée A
d’ordre n. En utilisant la linéarité du déterminant de la matrice A par rapport & sa j-éme colonne, on voit
facilement que

n
det A = Zaij det(Aj;),
i=1
ou Agj désigne la matrice carrée de taille n déduite de A en remplagant la j-éme colonne par une colonne

constituée uniquement de zéros, sauf un 1 sur la i-eéme ligne.
Introduisons alors la définition suivante.

Définition (cofacteur et comatrice)

Etant donnée une matrice carrée A d’ordre n, on appelle cofacteur d’indice i, j le coefficient défini par
Cij = det(A'ij),

ol A;j est la matrice définie ci-dessus. La matrice des cofacteurs de A s’appelle la comatrice de A, on la
note comA = [¢;;].
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Le développement du déterminant de A par rapport a la j-éme colonne s’écrit donc

n
det A = Z AjjCij-
i=1
La proposition suivante montre que le calcul d’un cofacteur se rameéne au calcul d’un déterminant d’ordre n — 1.
Proposition
Soit A une matrice carrée d’ordre n et A;; la matrice obtenue a partir de A en supprimant la ligne i et la

colonne j. Alors o
Cij = (—1)l+] det(A”)

Si 'on échange le role des colonnes et des lignes de A, ce qu’on est en droit de faire compte tenu de 1’égalité
det A = det AT, on voit que l'on peut aussi développer un déterminant suivant une ligne. La proposition
suivante récapitule les différents points qui viennent d’étre mis en évidence.

Proposition (développement suivant une colonne ou suivant une ligne)

Soit A une matrice carrée d’ordre n. Alors

n
detA = Z aijCij, développement/colonne j
i=1
n
= Z ai;Cij, développement/ligne i
j=1

ot le cofacteur c;; se calcule par la formule ¢;; = (—1)"7 det(A;;).

11 est judicieux de développer un déterminant suivant une colonne (ou une ligne) contenant des zéros. On a
donc intérét & modifier la matrice en ajoutant & une colonne (une ligne) une combinaison linéaire des autres
colonnes (lignes) de fagon & faire apparaitre un maximum de zéros dans cette colonne (ligne) puisque cela ne
change pas la valeur du déterminant (voir les propriétés données au paragraphe précédent).

Comme le calcul d’un déterminant d’ordre n suivant une colonne (une ligne) se ramene au calcul de n déterminants
d’ordre n — 1, on peut, pour calculer ces derniers, procéder de la méme fagon, et développer en colonne (ou en
ligne). Cela fournit une reégle récursive de calcul des déterminants qui est malheureusement treés cotiteuse en
nombre d’opérations si les coeflicients des sous matrices rencontrées sont toujours non nuls car cela nécessite un
nombre d’opérations de l'ordre de (n!).

Une illustration du procédé récursif est donnée par I’exemple suivant.

1 -2 2 -1 20 1 1 | Li+1Is
1 2 -1 2| |12 -1 2 Lo
6 4 1 6| — |40 3 2 | Ly—2L,
7 2 3 1 6 0 4 —1| Ly—Ls

2 1 1

= 214 3 2
6 4 —1
2 1 1 Ly

oo
ot
e}
~
w

+
&

2 1
= 2 8 0
= -—16.

Pour une matrice triangulaire, le calcul du déterminant est tres simple a effectuer.

Proposition (déterminant d’une matrice triangulaire)

Le déterminant d’une matrice triangulaire est égal au produit de ses coefficients diagonaux.
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En d’autres termes, si la matrice A est donnée par

a1 a12 ... Qinp
0 az22 ... Q32n

A= .
0 0 Ann

alors

det(A) = ﬁ aij-
i=1

3.3 Application a ’inversion de matrices

Pour calculer I'inverse A~! d’une matrice inversible A par la méthode des déterminants, on calcule d’abord la
comatrice comA = [¢;;], avec ¢;; = (—1)"" det(4;;). La matrice A~! est donnée par

ATl = Al
det(a) comAl
Exemple Soit A la matrice donnée par
2 1 1
A=\ 4 3 2
6 4 -1
On a det A = —8 et donc A est inversible. La comatrice vaut
—-11 16 -2
comA = 5 -8 -2
-1 0 2
et donc
-11 5 -1
A7l = -3 16 -8 0
-2 =2 2

Cette méthode des déterminants est rapide pour les matrices 2 x 2 et 3 x 3, mais devient vite impraticable pour
les matrices de plus grande taille, sauf dans des cas bien spécifiques.
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4 Valeurs et vecteurs propres

Soit A une matrice carrée d’ordre n & coefficients réels.
Définition (vecteur propre)

On dit que x € R™ est vecteur propre de A s’il existe un scalaire A € R tel que Az = Ax.

On peut remarquer que le vecteur nul est toujours vecteur propre de A.

Définition (valeur propre)

On dit qu’un scalaire A € R est une valeur propre de A s’il existe un vecteur x # 0 tel que Ax = A\x.

Si A est valeur propre de A et si z est un vecteur propre associé a A, tout vecteur colinéaire & x est aussi vecteur
propre associé a A. En fait, I’ensemble des vecteurs propres associés a une valeur propre A est un sous-espace
vectoriel de R™ (de dimension supérieure ou égale & 1). Cela conduit & la définition suivante.

Définition (sous-espace propre)

L’ensemble des vecteurs propres associés a une valeur propre A est le sous-espace vectoriel V(\) défini par
V(A) :={z eR": Az = \z}.

On l'appelle sous-espace propre associé a .

On peut remarquer que
V) ={zeR": Az=X z}={zeR": Az — Az =0} ={z eR": (A— A)z =0},

donc
V(A) =ker(A — AI).

Si A est de la forme

a1 a9 co. Q1

a1 as9 N A2n,
A =

Gn1 Ap2 ... QApnp

dire qu'un scalaire A est valeur propre de A revient donc a dire que la matrice

ail — A ai2 . A1n
a1 a9 — Ao agn
A—-A =
ani an2 cer Qpp — A

n’est pas inversible, ce qui est encore équivalent a dire que son déterminant est nul. Ce déterminant est un
polynome de A car ses termes sont des produits d’éléments de la matrice A — AI. Cela justifie la définition
suivante.

Définition (polynéme caractéristique)

Le polynéme p,4 défini par
pa(A) :=det(A — AI)

s’appelle le polynéme caractéristique de A.

Il est facile de voir que le polynéme caractéristique de A est un polynéme de degré n dont le coefficient dominant
est (—1)™.

Au vu de ce qui précede, on a le résultat suivant.

Proposition

Soit A une matrice carrée d’ordre n et soit A € R. Alors A est valeur propre de A si et seulement si A est
racine du polynéme caractéristique p4.

On rappelle que si p est un polynéme de degré n, une racine de p est un nombre réel r tel que p(r) = 0 ou de
fagon équivalente tel que p soit divisible par (x — r), c’est-a-dire, p(z) = (z — r)g(z), ol g est un polyndéme de
degré n — 1. On définit aussi la multiplicité de r comme étant le plus grand entier k tel que p soit divisible par
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(x —7r)*. Sik =1 (resp. k> 1), on dit que r est racine simple (resp. racine multiple). Si k = 2, on dit que r
est racine double.

Définition (multiplicité d’une valeur propre)

Si A est une valeur propre de A, on appelle multiplicité de \ sa multiplicité en tant que racine du polynéme
caractéristique p4.

Proposition (propriétés des valeurs et vecteurs propres)

Soit A une matrice carrée d’ordre n et A1, Aa, ..., A, des valeurs propres de A distinctes deux a deux. Alors:
1. Si V(A1) et V(A2) sont deux sous-espaces propres associés a Ay et Ag, on a V(A1) NV (A2) = {0}.

2. Toute famille S = {v1,vs,...,vp} de vecteurs propres non nuls, associés & A1, A, ..., Ap est libre.

3. La dimension du sous-espace propre associé a une valeur propre est toujours inférieure ou égale a la
multiplicité de celle-ci.

Il arrive que la dimension d’un sous-espace propre soit strictement inférieure a la multiplicité de la valeur propre
associée. Si on prend la matrice
1 1
A =
( 0 1 ) ’

on voit que A = 1 est une valeur propre de multiplicité 2. Le sous-espace propre associé, donné par
V(l) = ker(A — I) = {(1“17332); Ty = O}7

est de dimension 1.

Donnons a présent quelques propriétés qu’il est utile de connaitre et dont la démonstration est une conséquence
immédiate de ce qui précede.

Proposition
B Etant données deux matrices A et B d’ordre n, on a les propriétés suivantes.
1. Si A est triangulaire, ses valeurs propres sont les termes diagonaux.
Si A est valeur propre de A, alors pour tout § € R, O\ est valeur propre de la matrice 0 A.
Si A est valeur propre de A, alors \¥ est valeur propre de la matrice A¥.

Si A\ est valeur propre de A, elle est aussi valeur propre de AT

A est inversible si et seulement si A = 0 n’est pas une valeur propre de A.

S vk N

Si A est inversible et si \ est valeur propre de A, alors 1/ est valeur propre de A~!.

Examinons enfin le cas des matrices symétriques réelles.

Proposition (sur les valeurs et vecteurs propres des matrices symétriques)

Si A est une matrice symétrique réelle d’ordre n, alors

1. Le polynéme caractéristique de A admet toujours n racines A1, Ao, ..., Ay, autrement dit, il existe n
valeurs propres (distinctes ou non).

2. Les sous-espaces propres associés aux valeurs propres distinctes sont orthogonaux.

3. La dimension du sous-espace propre associé a une valeur propre est égale a la multiplicité de celle-ci.
4. La trace de la matrice est égale a la somme des valeurs propres, autrement dit, on a tr A = E?:l A
5. Le déterminant de la matrice est égal au produit des valeurs propres, i.e. det A =[]/, \;.

6. A est semi-définie positive si et seulement si ses n valeurs propres sont positives ou nulles.

7. A est définie positive si et seulement si ses n valeurs propres sont strictement positives.
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5 DMatrices a coefficients positifs

5.1 Matrices positives

Les modeles linéaires qui jouent un role central en économie font souvent intervenir des matrices a coefficients
positifs ou nuls. Il est donc important de connaitre les principales propriétés de ces matrices.

Définition (d’un vecteur positif)

On dit d’un vecteur x € R™ qu’il est positif et on note x > 0 (resp. qu’il est strictement positif et on note
x > 0) s’il est a coefficients positifs ou nuls (resp. a coefficients strictement positifs).

L’orthant positif de R™ est ’ensemble

{z eR"; 2 >0} = (Ry)",
tandis que l'orthant strictement positif de R™ est ’ensemble

{x e R"; >0} = (R})".

Définition (d’une matrice positive)

On dit d’une matrice carrée A qu’elle est positive et on note A > 0 (resp. qu’elle est strictement positive et
on note A > 0) si elle est a coefficients positifs ou nuls (resp. a coefficients strictement positifs).

Remarque. Attention de ne pas confondre matrice positive avec matrice semi-définie positive ou définie
positive.

Proposition (sur une caractérisation des matrices positives)

Une matrice A est positive si et seulement si Ax > 0 est positif pour tout vecteur x > 0. Elle est strictement
positive si et seulement si Ax > 0 pour tout x > 0, x # 0.

Proposition (sur les propriétés des matrices positives)

La somme de deux matrices positives est une matrice positive.
Le produit de deux matrices positives est une matrice positive.

5.2 Matrices productives

Définition (d’une matrice productive)

On dit d’une matrice carrée A qu’elle est productive si A > 0 et s’il existe au moins un vecteur q > 0 tel
que q > Agq.

Dans un systeme de production linéaire de n biens, les coefficients techniques sont rassemblés dans une matrice
A. Sile coefficient a;; représente la quantité du bien ¢ utilisée pour la production d’une unité du bien j, alors

la somme
n
> aija
=1

représente la quantité du bien i nécessaire a la production des n biens dans les quantités q1, g2, ..., g,. Par

suite la différence
n
qi — E ;95
j=1

représente la production nette du bien i, c’est-a-dire la production brute de ce bien déflatée des consommations
intermédaires.

Dire que la matrice A est productive revient donc a dire qu’il existe au moins une facon de produire de telle
sorte que toutes les productions nettes soient strictement positives. Cela se traduit par la relation vectorielle

q— Aq > 0.

Remarque. (sur la définition d’une matrice productive)
Si A est une matrice productive, tout vecteur ¢ > 0 tel que ¢ > Aq est a coefficients strictement positifs. En
effet, compte tenu du fait que A >0 et ¢ > 0, on a Aqg > 0, d’ou
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q> Aq>0.

Dans un systeme de production linéaire de n biens, cela signifie que pour dégager des productions nettes
strictement positives de tous les biens, il est nécessaire de produire tous les biens en quantité strictement
positive, ce qui tombe sous le sens.

Par contre, toute production brute ¢ > 0 n’est pas forcément réalisable, en ce sens qu’elle ne conduit pas
forcément a une production nette positive ou nulle. Prenons

) o) = e=l)
JO) =)0 = |

q > Aq mais 72 # Ago.

BN

I
VR
Wl N
N Wl

P
W= M=

N ol
W N

i.e.

La matrice A est bien productive puisque la production brute d’une unité de chaque produit conduit & une
production nette strictement positive de chacun des produits. Par contre, la production d’une unité du bien 1
et d’un tiers d’unité du bien 2 n’est pas réalisable.

Introduisons a présent ’ensemble

K :={q>0; ¢> Aq}.
Par définition, la matrice A > 0 est productive si et seulement si I’ensemble K est non vide.
Proposition

Si A > 0 est productive, I’ensemble K est un céne convexe.

D’aprés la remarque qui suit la définition d’une matrice productive, le cone K est contenu dans 'orthant
strictement positif :

K c{qgeR" ¢>0} =(R})".

Dans l'exemple précédent, g1 = (1,1) € K, tandis que g2 = (1, %) ¢ K. On pourra faire une représentation
géométrique du céone K dans R2.

Proposition (sur une condition suffisante pour qu’une matrice soit productive)

Soit A une matrice carrée telle que A > 0 et 2?21 a;; < 1 pour tout i =1,2,...,n. Alors A est productive.

Théoréme (de caractérisation des matrices productives)

Pour qu’une matrice carrée A > 0 soit productive, il faut et il suffit que I — A soit inversible et que
(I -A)~t>o0.

Proposition (sur les propriété des matrices productives)

Soit A une matrice productive. Alors toute valeur propre (réelle) A de A (s’il en existe) est telle que |\| < 1.

Proposition (sur la transposée d’une matrice productive)

La transposée d’une matrice productive est une matrice productive.

Dire que la transposée d’une matrice productive est productive s’interprete de facon économique. Toujours dans
le cadre d’un systeme de production linéaire de n biens, et en interprétant le coefficient technique a;; comme
la quantité du bien ¢ utilisée pour la production d’une unité du bien j, si on affecte des valeurs monétaires (des
prix) p; aux biens, alors la somme
n
> ajin;
j=1
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représente la somme des valeurs des biens nécessaires a la production d’une unité du bien ¢. Par suite la quantité

n n
T
Pi— > aip; =pi— Y a5p;
j=1 j=1

représente la valeur nette du bien i, c’est-a-dire la valeur brute d’une unité de ce bien déflatée du cout total de
production. Matriciellement cela s’écrit
p—ATp>o0.

Donc dire que AT est productive revient & dire qu’il existe au moins une facon d’affecter aux biens des valeurs
monétaires de telle sorte que les valeurs nettes des biens soient strictement positives.

5.3 Matrices stochastiques

Introduisons pour terminer une classe particuliere de matrices positives. Il arrive assez souvent qu’une variable,
ou plus généralement un systeme, ne pouvant prendre qu'un nombre fini n d’états, voit cet état se modifier
a intervalles réguliers de temps, toutes les minutes, tous les mois, tous les ans, etc. Si a un instant donné, la
variable (le systéme) ne peut se trouver que dans un seul état, et si on connait la probabilité p;; que la variable
(le systéme) soit dans ’état j & 'instant k alors qu’elle (qu’il) était dans ’état i & l'instant précédent k — 1, on
dit que 'on est en présence d’une chaine de Markov. Pour la définition formelle d’une chaine de Markov, on
invite le lecteur a consulter un ouvrage spécialisé.

On dispose alors d’une matrice P = (p;;) dont les coefficients sont positifs ou nuls et qui possede une propriété
supplémentaire qui résulte du fait que si la variable (le systéme) se trouve dans un état 4 & un instant donné,
la somme des probabilités qu’elle (qu’il) soit dans I'un des n états & I'instant suivant doit valoir 1. On est ainsi
amené a introduire la définition suivante.

Définition (d’une matrice stochastique)

On dit qu’une matrice carrée A = (a;;) est stochastique si A > 0 et si la somme des termes sur chaque ligne
vaut 1, autrement dit

n
Z%‘ =1 pourtouti=1,---,n.
j=1

De fagon immédiate, on a le résultat suivant :

Proposition

Une matrice carrée A est stochastique si et seulement si A >0 et As =s ou s:=(1,1,...,1).

On déduit alors :

Proposition (sur une caractérisation des matrices stochastiques)

Soit A une matrice carrée positive. Alors A est stochastique si et seulement si A\ = 1 est valeur propre et si
le sous-espace propre associé contient le vecteur s = (1,1,...,1).

Proposition (sur une propriété des matrices stochastiques)

Soit A une matrice stochastique. Alors pour toute valeur propre (réelle) A de A on a |A| < 1. De plus,
si A est a diagonale strictement positive, ces valeurs propres (réelles) sont nécessairement dans lintervalle
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